Kolo matematyczne.
zestaw 2/2015

1. Dana jest liczba naturalna m > 2. Niech ai,as,...,a,,b1,ba,...,b,
beda liczbami rzeczywistymi. Udowodnié¢, ze nastepujace warunki sg
rownowazne:

a) Dla dowolnych liczb rzeczywitych x; < zo < ... < x,, zachodzi

nier6wnosé
n n
E a;t; < E bixi,
i=1 i=1

b) Dla kazdej liczby naturalnej k € {1,2,...,n—1} zachodzi nieréwnosé

n n
b;, a ponadto Zai = Z b;.
i=1 i=1

2. Liczby rzeczywiste xq, xo, ..., x, spetiaja warunek
T1+x9+. . .41, = 0. Udowodnié¢ nieréwno$é¢ o2 +x3+. . .+22 < —nmM,
gdzie m jest najmniejsza, zas M najwieksza z tych liczb.
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3. Udowodnij nierownos¢
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gdzie p i q sa liczbami catkowitymi.

4. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych istnieja
takie pelne uktady reszt {aq,aq,...,a,} oraz {by,bs, ..., b,} modulo n,
ze {a1 + by, as + ba,...a, + b,} tez jest pelnym uktadem reszt. (pelny
uktad modulo n oznacza, ze kazda liczba daje inng reszte z dzielenia
przez n).

5. Liczby dodatnie a,b spetniaja warunek 2a + 3b = 12. Wykaz, ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

a\” b\"
— - > 2.
<3> * (2) =
6. W trojkacie ABC dwusieczna kata AC'B przecina bok AB w punkcie

D. Okregi opisane na trojkatach BC'D i ACD przecinaja boki AC' i
BC odpowiednio w punktach £'i F. Wykaz, ze AE = BF.



